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REZUMAT. Acest material cu caracter introductiv se adreseaz¼a elevilor
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1 INTRODUCERE

În conformitate cu Diçtionarul Explicativ al Limbii Române, invariant reprezint¼a o m¼arime,
proprietate sau rela̧tie care r¼amâne neschimbat¼a în urma aplic¼arii unei transform¼ari. Acest
invariant reprezint¼a cheia rezolv¼arii unor probleme de matematic¼a. Scopul acestui mate-
rial este acela de a pune în evideņt¼a acest tip de probleme.

MOD DE APLICARE

Metoda pe care o vom detalia în continuare se mai numeşte metoda invariantului. Este
o metod¼a util¼a pentru to̧ti elevii, începând cu clasa a IV-a şi terminând cu clasa a XII-a.
Ca idee de aplicare, totul porneşte de la identi�carea acelei cantit¼a̧ti a c¼arei valoare nu se
modi�c¼a îndiferent de transform¼arile care apar în enuņtul problemei. De exemplu:

Problema 1. Pe o tabl¼a sunt scrise, la întâmplare, numerele naturale de la 1 la 100:
Un elev alege la întâmplare dou¼a numere de pe tabl¼a, le şterge şi în locul lor scrie suma
acestora. Apoi repet¼a operaţia pân¼a când, pe tabl¼a, r¼amâne un singur num¼ar. Care este
acest num¼ar?

Soluţie. Deoarece dou¼a numere sunt înlocuite cu suma lor, analiz¼am suma tuturor nu-
merelor scrise ini̧tial. Dup¼a ce sunt şterse primele dou¼a numere, r¼amân 98 dintre cele
ini̧tiale şi al 99-lea �ind suma celor dou¼a şterse. Dar suma celor 99 numere r¼amase nu
se modi�c¼a. Aceast¼a sum¼a reprezint¼a invariantul c¼autat. Atunci este evident¼a concluzia.
La �nal vom ob̧tine num¼arul 5050; adic¼a 1 + 2 + 3 + :::+ 99 + 100:

PROBLEME REZOLVATE

În acest paragraf vom prezenta şi alte probleme rezolvate prin aceeaşi metod¼a.

Problema 2. Un num¼ar de 99 copii au la dispoziţie un b¼aţ de 1 metru. Primul copil
rupe b¼aţul în dou¼a buc¼aţi, nu neap¼arat egale. Apoi al doilea copil alege una dintre buc¼aţi
şi o rupe în dou¼a. Operaţia se repet¼a de c¼atre �ecare copil. Demonstraţi c¼a, atunci când
ultimul copil încheie joaca, printre buc¼aţile r¼amase exist¼a cel puţin una de lungime mai
mic¼a sau egal¼a cu 1 cm.

Soluţie. Dup¼a prima opera̧tie avem 2 buc¼a̧ti, apoi 3, iar la �nal 100 de buc¼a̧ti. Dar suma
lungimilor buc¼a̧tilor ob̧tinute dup¼a �ecare opera̧tie este aceeaşi. Acesta este invariantul
problemei. Atunci media aritmetic¼a a lungimiilor este 1 : 100; adic¼a 1 cm. De aici
deducem concluzia.

Problema 3. Demonstraţi c¼a suma oric¼aror 2015 p¼atrate perfecte impare nu poate �
p¼atrat perfect.
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Soluţie. Partea comun¼a a oric¼arui p¼atrat perfect impar este c¼a se ob̧tine restul 1 la îm-
p¼aŗtirea cu 4. Prin urmare, 2015 p¼atrate perfecte impare adunate dau acelaşi rest la
împ¼aŗtirea cu patru ca şi num¼arul 2015, adic¼a 3. Prin urmare, aceast¼a sum¼a nu poate �
p¼atrat perfect.

Problema 4. Pentru orice num¼ar natural x; not¼am cu s (x) suma cifrelor sale. De�nim
mulţimea A = fx� s (x) j x 2 N�g : Demonstraţi c¼a 1234567891011 =2 A .

Soluţie. Ideea de rezolvare se bazeaz¼a pe faptul c¼a orice x 2 N� d¼a acelaşi rest l¼a împ¼aŗtirea
cu 9 ca şi s (x) ; deci x� s (x) este divizibil cu 9: Acesta este invariantul problemei. Dar
s (1234567891011) = 48; deci num¼arul 1234567891011 nu se divide cu 9; de unde ob̧tinem
concluzia.

Problema 5. Fie A; mulţimea numerelor naturale formate din trei cifre consecutive,
nescrise neap¼arat în ordine. De exemplu 123 şi 312 sunt elemente din A: Demonstraţi
c¼a oricum am alege câteva elemente ale mulţimii A; suma lor nu poate � egal¼a cu 2015:

Soluţie. Se ştie c¼a suma a trei numere consecutive este multiplu de 3: Prin urmare, orice
element din A se divide cu 3; ceea ce reprezint¼a invariantul problemei. Atunci suma
oric¼ator numere din A este tot multiplu de 3; deci nu poate � egal¼a cu 2015:

Problema 6. Fie A = f4n + 9n jn 2 N; imparg : Demonstraţi c¼a, oricum am alege nou¼a
elemente din mulţimea A, suma lor nu este p¼atrat perfect.

Soluţie. Numerele din muļtimea A au ultima cifr¼a egal¼a cu 3: Acesta este invariantul
problemei. Adun¼and nou¼a elemente din A; ultima cifr¼a este 7; deci nu ob̧tinem p¼atrat
perfect.

PROBLEME PROPUSE

Încheiem acest material cu un set de probleme, pe aceeaşi tem¼a, pe care le propunem spre
rezolvare.

Problema 7. Pe o tabl¼a sunt scrise la întâmplare numerele naturale 21; 22; 23; :::; 220:
Sunt alese la întâmplare dou¼a numere, sunt şterse şi în locul lor este scris produsul lor.
Apoi se repet¼a operaţia pân¼a r¼amâne un singur num¼ar. Demonstraţi c¼a num¼arul r¼amas
este p¼atrat perfect.

Problema 8. Fie A; mulţimea tuturor produselor de patru numere naturale consecutive.
Demonstraţi c¼a, oricum am alege câteva elemente din mulţimea A; suma lor nu poate �
egal¼a cu 12345678:

Problema 9. Fie A = f2n + 3n + 7n + 8n jn 2 N; imparg : Demonstraţi c¼a, oricare ar �
x; y 2 A; avem x+ y 6= 200::0016:



4 Geometrie vectorial¼a
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[2] Pop, Lupşor, Matematica pentru grupele de performanţ¼a. Exerciţii şi probleme pentru
clasa a V-a, Ed. Dacia, Cluj Napoca, 2004.

[3] ***, Gazeta Matematic¼a, edi̧tia electronic¼a.

[4] ***, Revista de Matematic¼a din Timişoara, edi̧tia electronic¼a.


