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Invariantii in problemele de matematica
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REZUMAT. Acest material cu caracter introductiv se adreseaza elevilor
din clasele V-VII care doresc sa se pregateasca in vederea participarii
la olimpiada de matematica. Materialul a fost prezentat in anul scolar 2017-2018
la Centrul de Excelenta Hundoara.
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1 INTRODUCERE

In conformitate cu Dictionarul Explicativ al Limbii Romane, invariant reprezinta o marime,
proprietate sau relatie care raméne neschimbata in urma aplicarii unei transformari. Acest
invariant reprezinta cheia rezolvarii unor probleme de matematica. Scopul acestui mate-

rial este acela de a pune in evidenta acest tip de probleme.

MOD DE APLICARE

Metoda pe care o vom detalia in continuare se mai numeste metoda invariantului. Este
o metoda utila pentru toti elevii, incepand cu clasa a IV-a si terminand cu clasa a XII-a.
Ca idee de aplicare, totul porneste de la identificarea acelei cantitati a carei valoare nu se
modifica indiferent de transformarile care apar in enuntul problemei. De exemplu:

Problema 1. Pe o tabla sunt scrise, la intdmplare, numerele naturale de la 1 la 100.
Un elev alege la intamplare doua numere de pe tabla, le sterge si in locul lor scrie suma
acestora. Apoi repetd operatia pdnd cdnd, pe tabla, ramdane un singur numar. Care este

acest numar?

Solutie. Deoarece doua numere sunt inlocuite cu suma lor, analizam suma tuturor nu-
merelor scrise initial. Dupa ce sunt sterse primele doua numere, raman 98 dintre cele
initiale si al 99-lea fiind suma celor doua sterse. Dar suma celor 99 numere ramase nu
se modificd. Aceastd suma reprezintd invariantul cautat. Atunci este evidentd concluzia.
La final vom obtine numarul 5050, adica 1+ 2 + 3 + ... + 99 + 100. m

PROBLEME REZOLVATE

In acest paragraf vom prezenta si alte probleme rezolvate prin aceeasi metodi.

Problema 2. Un numar de 99 copii au la dispozitie un bat de 1 metru. Primul copil
rupe batul in doud bucati, nu neaparat egale. Apoi al doilea copil alege una dintre bucati
$i o rupe in doua. Operatia se repeta de catre fiecare copil. Demonstrati ca, atunci cind
ultimul copil incheie joaca, printre bucatile ramase exista cel putin una de lungime mai

mica sau egald cu 1 cm.

Solutie. Dupa prima operatie avem 2 bucati, apoi 3, iar la final 100 de bucati. Dar suma
lungimilor bucatilor obtinute dupa fiecare operatie este aceeasi. Acesta este invariantul
problemei. Atunci media aritmetica a lungimiilor este 1 : 100, adica 1 cm. De aici
deducem concluzia. O

Problema 3. Demonstrati ca suma oricaror 2015 patrate perfecte impare nu poate fi
patrat perfect.
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Solutie. Partea comuna a oricarui patrat perfect impar este ca se obtine restul 1 la im-
partirea cu 4. Prin urmare, 2015 patrate perfecte impare adunate dau acelasi rest la
impartirea cu patru ca si numarul 2015, adica 3. Prin urmare, aceastd suma nu poate fi
patrat perfect. n

Problema 4. Pentru orice numar natural x, notam cu s (x) suma cifrelor sale. Definim
multimea A = {x — s(x)| x € N*}. Demonstrali ca 1234567891011 ¢ A .

Solutie. Ideea de rezolvare se bazeaza pe faptul ca orice x € N* da acelasi rest 18 impartirea
cu9casis(z), deci z — s(x) este divizibil cu 9. Acesta este invariantul problemei. Dar
5 (1234567891011) = 48, deci numarul 1234567891011 nu se divide cu 9, de unde obtinem

concluzia. O

Problema 5. Fie A, multimea numerelor naturale formate din trei cifre consecutive,
nescrise neaparat in ordine. De exemplu 123 si 312 sunt elemente din A. Demonstrati

ca oricum am alege cdteva elemente ale multimii A, suma lor nu poate fi egald cu 2015.

Solutie. Se gtie ca suma a trei numere consecutive este multiplu de 3. Prin urmare, orice
element din A se divide cu 3, ceea ce reprezinta invariantul problemei. Atunci suma
oricator numere din A este tot multiplu de 3, deci nu poate fi egala cu 2015. O

Problema 6. Fie A= {4"+9"|n € N,impar } . Demonstrali ca, oricum am alege noud

elemente din multimea A, suma lor nu este patrat perfect.

Solutie. Numerele din mulfimea A au ultima cifra egald cu 3. Acesta este invariantul
problemei. Adunand noud elemente din A, ultima cifrd este 7, deci nu obtinem patrat
perfect. n

PROBLEME PROPUSE

Incheiem acest material cu un set de probleme, pe aceeasi tema, pe care le propunem spre

rezolvare.

Problema 7. Pe o tabld sunt scrise la intdmplare numerele naturale 2,22, 23, ..., 2%,
Sunt alese la intamplare doua numere, sunt sterse si in locul lor este scris produsul lor.
Apoi se repeta operatia pdnd ramdne un singur numdar. Demonstrati ca numdrul ramas

este patrat perfect.

Problema 8. Fie A, multimea tuturor produselor de patru numere naturale consecutive.
Demonstrati ca, oricum am alege cdteva elemente din multimea A, suma lor nu poate fi
egala cu 12345678.

Problema 9. Fie A= {2"+3"+ 7"+ 8" |n € N,impar } . Demonstrati ca, oricare ar fi
x,y € A, avem x + y # 200..0016.
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