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1 Inegalitatea Cebâşev 

      Fie bbbaaa nn
.,,.........,,,.......,

2121 𝜖R.  

Dacă njioricepentrubbaa jiji
,...,2,1,,0))((  pentru 𝑖, 𝑗 = 1,2,… , 𝑛 atunci 

).....)(.....().....(
21212211 bbbaaabababa nnnn

n   

     cu egalitate dacă  𝑎1 = 𝑎2 = ⋯ = 𝑎𝑛sau 𝑏1 = 𝑏2 = ⋯ = 𝑏𝑛 

   Demonstraţie: 

bababababbaa ijjijjiijiji
 0))((  

Pentru j=1 avem: babababa ijjii


111  

            j=2 avem: babababa iiii 2222
  

………………………………………………….. 

            j=n avem: babababa inninnii
  

Adunând membru cu membru aceste inegalităţi, obţinem: 

𝑛 )....()....(...
112211 aabbbababababa nininnii

n   

Pentru i=1 avem: 

𝑛 )....()...(...
11112211 aabbbabababa nnnn

n   

Pentru i=2 avem: 

𝑛 )...()...(......
121222 aabbbababa nnnn

n   

……………………………………………………………….. 

Pentru i=n avem: 

𝑛    aabbbababababa nnnnnnnn
n  ......................

112211  

Adunând aceste inegalităţi membru cu membru obţinem: 

𝑛   ).....(.....2).....().....(
111111 bbaababababa nnnnnn

n 
  
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    bbaababa nnnn

n



...............

2

1
1111  

Deoarece 2

1


n
n  deducem că: 

𝑛   ).....(.....).....(
1111 bbaababa nnnn

n   

   ceea ce reprezintă inegalitatea Cebâşev. 

Egalul are loc dacă aaa n
 ........

21 sau bbb n
 .......

21 . 

 

1.1 Consecinţe ale inegalităţii Cebâşev 

 

 1. Dacă ba ii
 pentru orice 02  ai

sii  inegalitatea se scrie sub forma: 

       𝑛 )...( 21
222

2

2

1
)...( aaaaaa nn

n  care este echivalentă cu: 

         nn

aaaaa nn

22

121
...... 




 , ceea ce reprezintă inegalitatea dintre media 

aritmetică şi media patratică. 

2. Fie 0
1

,.....,
1

,
1

,,...,,

21
21


aaa

aaa
n

n . Deoarece 0)
11

)(( 
aa

aa
ji

ji  pentru orice 

i,j=1,..,n, atunci inegalitatea Cebâşev se scrie astfel: 

𝑛 )
1

...
1

)(..()
1

...
1

)(...()
1

..
11

(

1
1

2

1
1

2
2

1
1 aa

aan
aa

aa
a

a
a

a
a

a
n

n
n

n
n

n
n   

 adică 

n

n aaa

aaa

n

n






..

1
..

11
21

21

 

 ceea ce reprezintă inegalitatea dintre media armonică şi media aritmetică. 

3. Considerăm numerele : 0,...
21

 xxxx i
n

n
cuG , oricare ar fi i=1,..,n, si 

       a
b

G

xxx
a

G

xx
a

x
a

i
in

n

n
si

G

1
,1

...
.....,,, 21

2

21

2

1

1
 , oricare ar fi i=1,..,n  
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Deoarece ba ii
si  sunt invers ordonate pentru orice i=1,..,n, avem inegalitatea: 

  babababababa nnnn 11212211
.....  .Înlocuind, găsim: 

n

GGG
n

xxx
xxx

xxx

nn
n

n






......
.......

......

21

21

21

 

 ceea ce reprezintă inegalitatea dintre media geometrică şi media aritmetică. 

4. Pentru orice numere reale invers ordonate bbbaaa nn
si ,......,,,...,,

2121 inegalitatea 

Cebâşev se scrie astfel: 

𝑛   2;).....(.....).....(
1111

 nn bbaababa nnnn  

Înlocuind ybxa iiii
cusicu

22

pentru orice  ni ,...,1 , inegalitatea devine: 

𝑛   ).....(.....)....(
22

1

22

1

222

1

2

1 yyxxyxyx nnnn
n    (1) 

Folosind inegalitatea dintre media aritmetică şi media patratică a  n  numere 

avem: 

  







 yxyxyxyx

nn
n

nn
222

1

2

1

2

.........11      (2) 

Din (1) şi (2) obţinem: 

    







 yyxxyxyx

nnnn
22

1

22

1

2

.............11  

 ceea ce reprezintă inegalitatea Cauchy-Buniacovski-Schwarz. 

 

 1.2 Aplicaţii 

  1. Arătaţi că:  

0,,;
3222

333








cba

cba

cba
cba

 

Rezolvare: Înlocuim în inegalitatea Cebâşev pe 𝑥1 cu 𝑎2, 𝑥2 cu 𝑏2, 𝑥3 cu 𝑐2și 𝑦1 

cu 𝑎 , 𝑦2 cu 𝑏, 𝑦3 cu 𝑐 
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   Aceasta devine:  3     
3

3
222

333
222333 cba

cba

cba
cba

cbacba






  

   Egalitatea se obţine când .,
222

cbapentrudecicbacândsaucba  sau când a = b =c, deci pentru a = b =c 

2.  Arătaţi că: 

 

 abccba
abc

cba
3  

    Rezolvare: 

   După  logaritmare obţinem: 

3lg  
 

   abccba
abc

cba
3lg  

3     cbacbaccbbaa lglglglglglg   

în care recunoaştem inegalitatea lui Cebâşev aplicată tripletelor la fel de 

ordonate (a, b, c) şi (lga, lgb, lgc). Egalitatea se obţine atunci când a=b=c. 

3.  Arătaţi că: 

0,,;
2

3









cba

ba

c

ac

b

cb

a
 

    Rezolvare: 

    Folosim inegalitatea lui Cebâşev pentru tripletele (a, b, c) şi 








 baaccb

1
;

1
;

1
 

care sunt la fel ordonate şi avem: 

(1)                3(
ba

c

ac

b

cb

a








)   


















baaccb
cba

111
 

În inegalitatea : 

    babababbbaaa nnnn  ....2211
222

2

2

1

22

2

2

1
........  

                             (Cauchy-Buniacovski-Schwarz),cu ba ii
, R ,i=1,...,n , 

luăm 
x

bxa
i

iii
si

1
  , oricare ar fi i=1,..,n  si 0xi .Înlocuind, obţinem: 
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n
xxx

xxx
n

n

2

21
21

)
1

...
11

)(...(   

În această  inegalitate luăm baaccb xxx 
321

,,  şi ea se transformă în: 

2

9
)

111
)(()

111
)(( 3

2




















caaccb
cba

baaccb
baaccb  

Din (1) şi (2) deducem: 

       2

3
)(

2

9
)(3 
















 ba

c

ca

b

cb

a

ba

c

ca

b

cb

a
,adică inegalitatea din enunţ. 

5. Fie 0, yx cu proprietatea ca 1 yx .Să se arate că: 

𝑥

𝑦2 − 𝑦 + 1
+ 

𝑦

𝑥2 − 𝑥 + 1
 < 2 

Rezolvare: 

    Presupunem că yx  .De aici, împreună cu inegalitatea din ipoteză obţinem: 

(𝑦 − 𝑥)(𝑦 + 𝑥 − 1) ≤ 0 

𝑦2 + 𝑥𝑦 − 𝑦 − 𝑥𝑦 − 𝑥2 + 𝑥 ≤ 0 

𝑦2 − 𝑦 ≤ 𝑥2 − 𝑥 ⟺ 

𝑦2 − 𝑦 + 1 ≤ 𝑥2 − 𝑥 + 1 ⟺ 

1

𝑦2 − 𝑦 + 1
≥  

1

𝑥2 − 𝑥 + 1
  

Conform inegalităţii lui Cebâşev, rezultă: 

2

1111
2222













 y

y

x

x

x

y

y

x

yxxy
. 

Inegalitatea este strictă deoarece 1211

1

1
1

22







yxyx

y

y
si

x

x

yx
, 

ceea ce contrazice ipoteza. 
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2.  Inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz 

Enunţ: 

  Pentru orice numere reale bbbaaa nn
,.....,,,,....,,

2121 are loc inegalitatea: 

 babababbbaaa nnnn ......( 2211
222

2

2

1

22

2

2

1
)........)(......   

Demonstrație: 

1)Vom folosi următoarea egalitate, numită identitatea lui Lagrange (care se 

verifică prin calcul direct): 

   
   babababa

babababababbbaaa

nnnn

nnnn

111331

12212211
22

2222

2

2

1

22

2

2

1

.........

)........)(...... ......(

 







 

Din această identitate se observă uşor că inegalitatea Cauchy-Buniakovski-

Schwarz se transformă în egalitate dacă: 

babababababa nnnn 1113311221
..,..........,.........,


 , 

adică atunci când  b
a

b
a

b
a

n

n ........

2

2

1

1

. 

Deci, datorită identităţii lui Lagrange, inegalitatea Cauchy-Buniakovski-

Schwarz este demonstrată imediat. 

                                        (L.Niculescu, Teme de algebră, Editura Cardinal, 1993)  

Demonstraţia a 2-a. Pentru început reamintim principiul inducţiei uzuale (cel 

folosit în manualul de matematică, clasa a-IX-a): fie a ∈  ℕ şi P(n) un predicat 

peste ℕ. 

Dacă P(a) este adevarată și P(n) rezultă P(n+1) , ,an  atunci P(n) este 

adevarată pentru orice , an  . 

Și acum, vom arăta că inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz este adevarată 

pentru n=2, adică vom arata că: 
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    

  .002

2

,,,;

1221

2211

2

2121

2

1

2

2

2

2

2

1

2

2

2

12121

2

2

2

1

2

2

2

2

2

1

2

2

2

2

2

1

2

1

2

1

2121

22

2

2

1

2

2

2

1











bababbaababa

bbbbaaaababababa

bbaabababbaa R

 

Am arătat deci că P(2) este adevarată (egalitatea are loc dacă 
b
a

b
a

2

2

1

1  ). 

Presupunem acum că , pentru n>0, )(nP este adevarată şi să demonstrăm că 

)1( nP  este adevarată, adică: 

Roricepentru bbaa

babababbbaaa

nn

nn nn







 

1111

222

2

2

1

2

1

2

2

2

1

,...,,,...,

,)...)(...( ).....( 112211  

).....(2

)......)(......()....(2

221111

2

1

2

1

22

2

2

1

22

2

2

1221111

2

1

2

1

22

)....().....( 2211112211

babababa

babbbaaababababa

bababababababa

nnnn

nnnnnnnn

nnnnnn











 

 

Pentru a finaliza este nevoie să verificăm inegalitatea 

)......)(...(

)...(2)...)(....(

2

1

2

2

2

11

22

2

2

1

2211

2

1

2

1

2

1

2

1

22

2

2

1

22

2

2

1

bbbaaaa

babababababbbaaa

nnn

nnnnnnnn








 

După calcule şi reduceri, ea devine: 

0.....

)....()....()....(2

)()()(

(

1121121111
222

22

2

2

1

2

1

22

2

2

1

2

1221111





 



babababababa

aaabbbbababababa

nnnnnnnn

nnnnnnnn  

   adevarată 

Deci, inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz, a fost demonstrată cu ajutorul 

inducţiei matematice. Inegalitea Cauchy-Buniakovski-Schwarz devine egalitate 

dacă                                                
b
a

b
a

b
a

n

n ........

2

2

1

1 . 

În matematică, inegalitatea Cauchy-Buniacovski-Schwarz este utilă în mai multe 

situaţii. În algebra liniară ea se poate aplica vectorilor, în analiză se poate aplica 

seriilor infinite sau integrării produselor, iar in teoria probabilităţilor se poate 

aplica varianţelor şi covarianţelor. Inegalitatea pentru sume a fost publicată de 
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Louis Cauchy în 1821  iar inegalitatea pentru integrale a fost formulată iniţial de 

Viktor Buniakovski în 1859 şi a fost redescoperită de Hermann Schwarz în 

1888. 

 

2.1 Consecinţe ale inegalităţii Cauchy-Buniakovski-Schwarz 

     1.Înlocuind 0:
1

;  x
x

bxa i

i

iii , oricare ar fi i=1,..,n, găsim următoarea 

inegalitate: 

 

n

n xxx

xxx

n
xxx

xxx

n

n

n
n






















....

1
.....

11

1
....

11
....

21

21

2

21
21

, 

ceea ce reprezintă inegalitatea dintre media armonică şi media aritmetică. 

2. Înlocuind xba iii
si 1 , i=1,…,n , găsim:     

    0;
........

....

22

2

2

121
222

2

2

1 ....21 





  x
xxxxxx

xxxxxx i

nn

n nn
n n

;i=1,…,n, 

ceea ce reprezintă inegalitatea dintre media aritmetică şi media pătratică. 

Inegalitatea devine egalitate dacă  xxx n
 ....

21 . 

3. Facind substituţiile ;xab iii
 i=1,…,n  obţinem: 

 




























aaa

xaxaxa

aaa

xaxaxa

xaxaxaxaxaxaaaa

n

nn

nn

n

nn

nnn

22
2

2
1

2
2

2
21

2
1

2
2

2
21

2
1

....

....

)....(
2

22

2

2

1

222

2

2

2

2

1

2

1

2
222

2

2

2

2

1

2

1

22

2

2

1

....

.....

....)...(

 

  pentru orice 0,.....,,
21

aaa n  . 

Notăm niap ii
,...,1,

2
  ,   Rxxxf  ;

2
 şi inegalitatea devine: 
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     

























ppp
xpxp

ppp
xpxpxp

n

nn

n

nn f
fff

....

....

....

....

21

11

21

2211  

ceea ce reprezintă inegalitatea Jensen  în cazul în care funcţia f este convexă şi 

0p
i

; oricare ar fi i=1,…,n. 

Un caz particular remarcabil al acestei inegalităţi se obţine pentru 

1....
21

 ppp
n  și anume: 

     












 




n
f

n

fff xxxxxx nn
.......

2121 . 

 

 2.2 . Aplicaţii 

    1.Arătaţi că: 1

21

4

14

3

43

2

32

1

3333











 xx
x

xx
x

xx
x

xx
x ,unde xxxx 4321

,,, >0. 

Soluţie: Conform inegalităţii Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem: 

)( 4321
2

21

4

14

3

43

2

32

1

214143432321
)

3333
()]3()3()3()3([

xxxx

xx
x

xx
x

xx
x

xx
x

xxxxxxxxxxxx















Ne mai rămâne de arătat că: 

)3()3()3()3(
214143432321

2

)( 4321 xxxxxxxxxxxxxxxx   

   Inegalitate care este adevărată deoarece este echivalentă cu 

0)(

)()()(

14

4332214321
2

222

14433221

2222









xx

xxxxxxxxxxxxxxxxxx
 

Egalul este atins când xxxx 4321
  

        2. Fie x,y,z trei numere  reale pozitive astfel încât 2
1

1

1

1

1

1








 zyx
. Arătaţi 

că 8𝑥𝑦𝑧 1 . 

(Gazeta Matematică 5/2007) 

       



12 

 

Rezolvare: 

  Folosim inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz pentru fiecare fracţie din 

egalitatea dată astfel: 

)
1

4(
9

1

1

1
9)

1
4)(1()

1
22)(

2

1

2

1
( )111(

2

xxx
x

x
x 


   

    Analog :                                             

)
1

4(9

1

1

1

)
1

4(
9

1

1

1

z

z

yy









 

Adunând cele trei inegalităţi, obţinem: 

)
111

12(
9

1

1

1

1

1

1

1

zyxyx









 

Înlocuind   2
1

1

1

1

1

1








 zyx   vom găsi: 

xyzyzxxy
zyx

66
111

   (1) 

Eliminând numitorii în relaţia din ipoteză şi efectuând calculele, vom găsi: 

𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 = 1 − 2𝑥𝑦𝑧  (2). 

Din (1) şi (2) obţinem: 1 − 2𝑥𝑦𝑧 6𝑥𝑦𝑧  sau  8𝑥𝑦𝑧 1. 

3.Pentru orice numere pozitive  a,b,c cu abc=1,arătaţi că: 

.
2

3

)(

1

)(

1

)(

1
333








 baaccb cba

 

Soluţie: Făcând substituţiile z
c

y
b

x
a

1
,

1
,

1
  inegalitatea din enunţ devine: 

2

3
2

2
2








 yxxzzy

zyx ,unde xyz=1 şi x,y, z>0. 

Folosind inegalitatea Cauchy-Buniakovski-Schwarz avem: 
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[(y+z)+(z+x)+(x+y)] )(
2

2
2

2

)( zyxzyx
yxxzzy










. 

De aici deducem: 
2

3

2

3

2
)(

3
2

2
2













xyzzyx

yxxzzy

zyx  

(Am folosit inegalitatea dintre media aritmetică şi media geometrică) 

         

3. Folosirea inegalităților în rezolvarea unor ecuații, sisteme de ecuații 

3.1 Aplicații 

1. Rezolvați ecuația:  

(√𝑥 +
1

√𝑥
) (2 + √𝑥2 − 1) = 4 . 

Soluție: x > 0 

             𝑥2 − 1 ≥ 0       <=>    |𝑥| ≥ 1      <=>   𝑥 ∈ (−∞, − 1] ∪ [1,+∞)    <=>  

<=> 𝑥 ∈ [1,+∞) 

√𝑥 +
1

√𝑥
≥ 2 și 2 + √𝑥2 − 1 ≥ 2, deci  (√𝑥 +

1

√𝑥
) (2 + √𝑥2 − 1) ≥ 4      <=> 

<=> (√𝑥 +
1

√𝑥
) (2 + √𝑥2 − 1) = 4   dacă √𝑥 +

1

√𝑥
= 2   și 2 +

√𝑥2 − 1 = 2    => x = 1 

S = {1}            

2. Rezolvați ecuația: 

𝑥4 +
1

𝑥4
= √𝑥 +

1

√𝑥
 

Soluție: oricare ar fi 𝑎 ∈R−{0}, 𝑎2 +
1

𝑎2
≥ 𝑎 +

1

𝑎
 

<=> 𝑎4 + 1 ≥ 𝑎3 + 𝑎     <=>  𝑎4 − 𝑎3 − 𝑎 + 1 ≥ 0    <=>  (𝑎3 − 1)(𝑎 − 1) ≥

0  

<=>(𝑎 − 1)2(𝑎2 + 𝑎 + 1) ≥ 0. Egalitate pentru a = 1 

Pentru oricare ar fi x > 0 𝑥4 +
1

𝑥4
≥ 𝑥2 +

1

𝑥2
≥ 𝑥 +

1

𝑥
≥ √𝑥 +

1

√𝑥
    <=>  𝑥4 +

1

𝑥4
= √𝑥 +

1

√𝑥
    <=> 𝑥 = 1 

3. Rezolvați în ℝ sistemul: 

{
 
 

 
 𝑥2 + 𝑢 = 𝑦𝑧

𝑦2 − 𝑢 = 𝑥𝑧

𝑧2 = 𝑥𝑦

𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 + 𝑢3 = −3
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 Din primele trei ecuații: 

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 𝑥𝑦 + 𝑥𝑧 + 𝑦𝑧 => 

= >    x = y = z  =>  𝑥2 + 𝑢 = 𝑥2   => 𝑢 = 0 

{
𝑥3 + 𝑦3 + 𝑧3 = −3

𝑥 = 𝑦 = 𝑧
                              =>  x = y = z = - 1 

  

4. Fie 𝑥, 𝑦 ∈ R astfel încât 𝑥2 + 𝑦2 = 𝑥 + 𝑦 + 1. Determinați valoarea maximă 

și minimă a numerelor x și y. 

Soluție: 4𝑥2 + 4𝑦2 = 4𝑥 + 4𝑦 + 4   <=>  4𝑥2 − 4𝑥 + 1 + 4𝑦2 − 4𝑦 + 1 = 6 

(2𝑥 − 1)2 + (2𝑦 − 1)2 = 6    =>    {
(2𝑥 − 1)2 ≤ 6

(2𝑦 − 1)2 ≤ 6
    =>   

|2𝑥 − 1| ≤ √6       <=>  {
−√6 ≤ 2𝑥 − 1 ≤ √6
1−√6

2
≤ 𝑥 ≤

1+√6

2

  

Analog 
1−√6

2
≤ 𝑦 ≤

1+√6

2
 . 

 

3.2 Probleme propuse 

1) 2 ≤
𝑥

[𝑥]
+
[𝑥]

𝑥
<

5

2
  , oricare ar fi 𝑥 ∈ [1,+∞) 

unde cu [x] s-a notat partea întreagă a numărului x 

2) a) 
1

2
<

1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+⋯+

1

2𝑛
< 1 

b)1 <
1

𝑛+1
+

1

𝑛+2
+⋯+

1

3𝑛+1
< 2, oricare ar fi n ≥ 2 

c)√2 + √6 +⋯+ √𝑛(𝑛 + 1) <
𝑛(𝑛+2)

2
 , oricare ar fi n număr natural, n ≠ 0  

3) 𝑥4 − 𝑥 +
1

2
> 0 ,oricare ar fi x număr real 

4) 
√6

5
+
√10

9
+⋯+

√2𝑛(2𝑛+1)

4𝑛+1
<

𝑛

2
 

5) √𝑥2 + 𝑦2 +√𝑦2 + 𝑧2 + √𝑧2 + 𝑥2 ≥ √2(𝑥 + 𝑦 + 𝑧), oricare ar fi x,y,z 

numere reale 

6) 𝑥4 + 𝑥3 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 > 0, oricare ar fi x număr real 

7) Dacă a,b,c > 0 , astfel încât a + b + c =2√𝑎𝑏𝑐, atunci 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 ≥ 4√𝑎𝑏𝑐 

. 

8) Dacă a,b,c > 0 cu a + b + c = 1, atunci 𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 < 1. 

9) Să se arate că 
1∙2

32
+
2∙3

52
+
3∙4

72
+⋯+

999∙1000

19992
< 2 ∙ 53. 

10) Oricare ar fi x,y,z > 0 avem:  
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𝑥

𝑥 + 2𝑦 + 2𝑧
+

𝑦

𝑦 + 2𝑥 + 2𝑧
+

𝑧

𝑧 + 2𝑦 + 2𝑥
≥
3

5
 

11) 𝑎𝑏𝑐(𝑎 + 𝑏 + 𝑐) ≤ 𝑎4 + 𝑏4 + 𝑐4 , a,b,c numere reale 

12) Oricare ar fi x,y,z numere reale avem: 

   3𝑥2 + 3𝑦2 + 3𝑧2 + 12 ≥ 4√3(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) 

13) Oricare ar fi a,b,c numere reale, pozitive, nenule avem: 

   
𝑎3

𝑏
+
𝑏3

𝑐
+
𝑐3

𝑎
≥

1

3
(𝑎 + 𝑏 + 𝑐)2 

14) Demonstrați că dacă 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ (0,+∞), atunci : 

 
1

𝑥+2𝑦+3𝑧
+

1

𝑦+2𝑧+3𝑥
+

1

𝑧+2𝑥+3𝑦
≥

3

2(𝑥+𝑦+𝑧)
 

15) Aflați numerele reale x cu proprietatea că |x+1| + |x-1| =2. 
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